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Descriptif :

Il s’agit d’un sujet de thèse en mathématiques fondamentales, plus précisément en théorie des formes
automorphes. Les formes automorphes sont des objets connectés à de nombreux domaines tant des
mathématiques que de la physique. Notamment la conjecture d’unique ergodicité quantique a son ori-
gine dans la physique quantique. Une particule est décrite dans ce cadre par une fonction d’onde ψ
dont le comportement est régi par l’équation de Schrödinger Hψ=i ψℏ  où H est l’opérateur Hamilto-
nien.  Les  fonctions  propres  ψ (x , t) de  l’opérateur  de Hamilton  donnent  naissance  à  une mesure

|ψ (x , t )|
2
dV  quantifiant la probabilité de trouver une particule au temps t et en position x dans le vo-

lume dV. On peut poser la question : que se passe-t-il lorsque ℏ tend vers zéro. Dans le cadre des va-
riétés riemanniennes générales, typiquement la surface modulaire, où l’opérateur central est le lapla-
cien, cela revient à considérer une suite de fonctions propres normalisées correspondant à des va-
leurs propres croissant vers l’infini. Des arguments physiques suggèrent que les mesures de probabili-
té associées deviennent équiréparties : c’est la fameuse conjecture de l’ergodicité quantique unique
(QUE) de Rudnick et Sarnak. 

Dans le cadre des variétés compactes et lorsque le flot géodésique sur le fibré tangent unitaire est er-
godique, il existe une sous-suite de densité un telle que cette équirépartition est vérifiée : il s’agit du
premier résultat, fondamental, appelé ergodicité quantique et dû à Shnirelman, C. de Verdière et Zel-
ditch. Zelditch a prouvé un résultat similaire dans le cas des surfaces hyperboliques de volumes finis
(autrement dit, dans le cas des groupes fuchsiens qui sont des réseaux). Luo et Sarnak, par ces mé-
thodes, ont réussi à obtenir QUE en moyenne.

Lindenstrauss en 2006 prouve le théorème d’ergodicité quantique unique, et non plus seulement pour
une sous-suite des valeurs propres, dans le cas d’une surface arithmétique compacte de type arithmé-
tique, soulevant la possibilité d’une perte de masse dans le cas de surfaces de volume fini, possibilité



effacée par Soundararajan en 2010. Dès lors, des résultats plus fins ont été obtenus, notamment dans
le cas d’ensembles maigres et de boules diminuant de taille, donnant des versions qui quantifiant la
convergence. Dans ce cas on se base également sur des heuristiques physiques qui indiquent que
l’on ne peut pas s'attendre à une équirépartition en dessous de l'échelle de Planck (également appe-
lée longueur d'onde de De Broglie) car dans cette région les phénomènes quantiques disparaissent et
les fonctions propres de Laplace se comportent comme des fonctions régulières.

Ces résultats, pour les formes holomorphes (Holowinsky) ou de Maaß classiques, i.e. dans le cas de
la surface modulaire, représentent une structure analytique des représentations automorphes sous-ja-
centes. Ces résultats correspondent, dans le cadre très général des représentations automorphes, au
cas très particulier du groupe GL(2) sur le corps Q des rationnels. Il devient alors naturel de se de-
mander ce qu’il en est dans le cas de corps de nombres plus généraux, ou de groupes plus généraux,
directions dans lesquelles peu de résultats existent et demeurent très partiels. Cela revient à étudier la
conjecture QUE pour les formes modulaires de Hilbert, analogue des formes modulaires dans le cas
de réseaux associé aux unités d’un corps de nombre quadratique réel, agissant sur autant de copies
du plan hyperbolique H par le biais de ses différents plongements. On s’intéresserait avant tout au
problème d’équirépartition à petite échelle, première étape déjà précise dans théorie de l’ergodicité
quantique arithmétique.


	

