Ecole Graduée 631 MADIS
Sujet de thése en Mathématique proposé en 2025

Titre : Quotients sous les actions des groupes cristallographiques complexes

Directeur de thése : Dimitri Markouchevitch
E-mail : dimitri.markouchevitch@univ-lille.fr

Co-directeur de thése :
E-mail :

Laboratoire : Painlevé

Equipe : AGA

Descriptif : Un groupe cristallographique complexe (CC) I est un groupe discret de transformations affines de
I'espace complexe C" ayant un domaine fondamental borné. Tout groupe CC est une extension d'un réseau A de
C” par un groupe fini linéaire G :

Le réseau A opére sur C" par translations, et G=d/" est le groupe des parties linéaires des transformations de I.
Le cas ou I est engendré par des réflexions complexes est particulierement intéressant ; on appellera de tels I
groupes CCR. Précisons qu'on définit une réflexion complexe comme toute transformation affine de C" d'ordre
fini dont le lieu fixe est un hyperplan affine (donc contrairement au cas des réflexions réelles, qui sont toutes
d'ordre 2, les réflexions complexes peuvent avoir pour ordre n'importe quel entier 22). Le sujet de thése proposé
concerne l'étude des quotients C"/I" sous les actions de groupes CCR.

Ce sujet se trouve a l'intersection de la géométrie algébrique et de la théorie des représentations. Le quotient
C’/I" peut étre vu comme le quotient A/G par I'action d'un groupe fini, ou A=C"/A est un tore complexe muni d'une
structure d'une variété projective algébrique, c'est a dire, une variété abélienne ; le quotient C"/'= A/G devient,
de cette fagon, une variété projective algébrique, qui est un objet de la géométrie algébrique.

Lorsqu'il s'agit d'une action linéaire d'un groupe fini G engendré par des réflexions sur C”, le théoreme de
Shephard—-Todd et de Chevalley dit que l'algébre C[T;,..., T,]° des polyndmes invariants est aussi polynomiale,
c'est a dire, liborement engendrée par n polyndmes G-invariants basiques. Le quotient C"/G, en tant qu'une
variété affine algébrique, s'identifie avec le spectre de l'algébre des invariants : C%/G = Spec C[T,..., T,]°. Le fait
que l'algébre des invariants est polynomiale signifie que le quotient est encore un espace affine complexe : C"/G
= C".

De fagon similaire, la variété abélienne A introduite dans le cadre des groupes CCR se représente comme le
spectre projectif de l'algébre R de ses fonctions théta, A = Proj R, et alors le quotient n'est autre que le spectre
projectif de l'algébre des invariants : A/G = Proj R®. Une conjecture naturelle inspirée par le théoréme de
Shephard-Todd-Chevalley suggére que RC est une algébre des polyndmes, et alors, dans le cas ou I est un
groupe CCR irréductible, le quotient Proj R°® est un espace projectif & poids, pondéré par les degrés des
fonctions théta invariantes basiques. Cette conjecture a été démontrée par Looijenga, Bernstein—Schwarzman,
Kac—Peterson, Friedman—Morgan—Witten, Wirthmiller pour les groupes CCR du type de Coxeter (CCCR), c'est
a dire, pour les groupes CCR [ dont la partie linéaire G=dI" est un sous-groupe du groupe orthogonal réel O(n).



La conjecture est aussi quasiment connue en dimension 2 depuis les année 80, quand Schwarzman, Kaneko,
Tokunaga et Yoshida ont donné une liste de plans projectifs a poids qui s'obtiennent comme quotients CCR de
C2. Cependant, leurs travaux se basaient sur une classification incompléte des groupes CCR de rang 2. Dans un
article récent, Koziarz—Rito—Roulleau ont identifi€ encore un plan projectif & poids qui est un quotient CCR mais
n'est pas présent dans les travaux précédents.

En dimension 3, le probléme reste ouvert pour les groupes CCR proprement complexes, c'est a dire, qui ne sont
pas du type de Coxeter. Ces groupes ont été classifiés par V. Popov. Il y a le seul cas connu, celui de l'unique
groupe CCR dont la partie linéaire contient le groupe simple de Klein d'ordre 168, de symbole [Ky] dans le
tableau de Popov. Notamment, dans [2], il est démontré que le quotient C3/I" dans ce cas est isomorphe a
I'espace projectif a poids P(1,2,4,7). La démonstration s'appuie sur le travail [1], qui donne la description des
singularités du quotient, et sur la détermination de l'algébre des fonctions théta invariantes. A la différence du
cas CCCR, celle-ci n'est pas polynomiale, mais est une seconde algébre de Veronese de I'algébre polynomiale
définissant I'espace projectif a poids P(1,2,4,7). Il reste une énigme quel sens ont les poids 1, 2, 4, 7; dans le cas
CCCR les poids du quotient sont les exposants du diagramme de Dynkin associé a I'.

Le probléme proposé pour la thése est d'obtenir des résultats similaires pour d'autres cas dans la classification
de Popov. Il faut remarquer que le cas [Kz] est de quelque sorte le plus compliqué, car c'est l'unique groupe
CCR en dimension 3 de partie linéaire quasi-simple ; dans tous les autres cas, en dimension 3, les parties
linéaires dI' sont des groupes finis résolubles. Ce théme offre des ramifications multiples dans d'autres
domaines ; comme montrent déja les travaux susmentionnés sur le cas des groupes CCCR, les quotients C"/["
sont liés a de nombreux autres sujets dont espaces de modules des surfaces K3 et des surfaces de del Pezzo;
déformations verselles des singularités; déformations et extensions des espaces projectifs a poids; espaces de
modules des fibrés principaux (torseurs) sur les courbes elliptiques. Le travail en cours [3] établit un lien avec les
variétés de Calabi-Yau, algébres de vertex et supercordes compactifiées sur des orbifoldes.
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