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Descriptif : Ce sujet de thèse porte sur l'étude de certaines propriétés de nature dynamique de systèmes dits
linéaires,  c'est-à-dire  donnés  par  l'action  d'un  opérateur  linéaire  et  continu  sur  un  espace  de  Banach  X
séparable, usuellement complexe, de dimension infinie. Si (X,T) est un système dynamique linéaire, étudier ses
propriétés dynamiques consiste à étudier les propriétés de ses orbites : étant donné un vecteur x de X, l'orbite
de x sous l'action de T est l'ensemble des vecteurs de la forme T^n x, où n est un entier positif ou nul et T^n
désigne le n-ième itéré de l’opérateur T. Dans ce contexte, l'étude des vecteurs à orbite dense, appelés vecteurs
hypercycliques ,est particulièrement intéressante (cf. les deux ouvrages récents [BM] et [GP]). Une des raisons
de l’intérêt de cette étude est son lien avec deux problèmes extrêmement importants en théorie des opérateurs,
à savoir les Problèmes du Sous-espace et du Fermé Invariant. Le Problème du Sous-espace Invariant pose la
question de savoir si, étant donné un opérateur T sur X, il existe un sous-espace fermé M de X non-trivial et T-
invariant,  tandis que le  Problème du Fermé Invariant concerne l'existence d'un fermé T-invariant  non-trivial.
Remarquons que T possède un sous-espace invariant non-trivial (respectivement un fermé invariant non-trivial)
si et seulement si il existe un vecteur non nul non-cyclique (respectivement non-hypercyclique) pour T.

Les Problèmes du Sous-espace Invariant et du Fermé Invariant ont été tous deux résolus par la négative (par 
Enflo et Read, et Read, respectivement). Le problème est cependant très largement ouvert dans le cas réflexif, 
en particulier dans le cas Hilbertien : si T est un opérateur linéaire sur un espace de Hilbert séparable de 
dimension infinie, T possède-t-il toujours un sous-espace invariant non-trivial ? un fermé invariant non-trivial ? 
Il est usuellement fort difficile de déterminer si des opérateurs d'une classe donnée, définis par des conditions de
nature analytique, possèdent ou non un sous-espace invariant non-trivial, et cela nécessite souvent le 
développement d'outils assez sophistiqués (de type calcul fonctionnel par exemple) qui peuvent être utilisés pour
une classe donnée d'opérateurs, mais qui sont inadaptés pour l'étude d'autres familles qui sembleraient pourtant
assez voisines. Pour tenter de pallier cette difficulté, ce sujet de recherche propose d'attaquer ce type de 
problème sous l'angle de la généricité au sens de Baire. 

Décrivons brièvement cette approche : étant donné un espace de Banach (séparable, de dimension infinie) X, on
munit les boules fermées, c'est-à-dire l’ensemble B_M(X)  des opérateurs continus sur X de norme inférieure ou 
égale à M, de topologies (nécessairement plus faibles que celle de la norme opérateur) qui en font des espaces 
polonais, dans lequel le théorème de Baire est valable. On dit alors qu'une propriété (P) des éléments de 



B_M(X) est typique (pour la topologie considérée) si l'ensemble des opérateurs de B_M(X) possédant la 
propriété (P) est résiduel dans B_M(X), c'est-à-dire contient une intersection dénombrable de parties ouvertes et 
denses. Autrement dit, presque tous les éléments de B_M(X) vérifient la propriété (P) (dans le sens précisé ci-
dessus).

L'étude  des  propriétés  typiques  des  opérateurs  de  l'espace  de  Hilbert  séparable  complexe  H  pour  deux
topologies classiques, SOT et SOT*, a été entreprise par Eisner et Matrai dans l'article [EM]. Ils y montrent qu'un
opérateur SOT-typique de B_M(H) a un sous-espace invariant non trivial. L'étude des propriétés des opérateurs
de l'espace de Hilbert a été poursuivie dans le mémoire [GMM]. Le but de ce sujet de thèse est de développer ce
type de méthodes pour étudier certaines classes particulières d'opérateurs hilbertiens. Supposons que (T_a) est
une famille de ce type,  paramétrée par un paramètre a appartenant à un espace polonais A (l'espace des
paramètres pouvant être de dimension infinie). Dans un certain nombre de cas concrets, des méthodes ad hoc
ont été développées pour montrer, par exemple, l'existence de sous-espaces invariants pour certaines valeurs
du paramètre, précisément décrites. Le but est ici de montrer que pour presque toute valeur du paramètre a, T_a
possède  un  sous-espace  invariant  non-trivial.  Des  résultats  pourraient  être  obtenus  pour  les  classes
d'opérateurs suivantes, qui ont été récemment l'objet de nombreux travaux, et pour lesquelles le Problème du
Sous-espace Invariant reste ouvert :

(T1) Les perturbations de rang 1 d'opérateurs généraux. Tcaciuc a montré très récemment dans [T] que tout 
opérateur T sur un espace de Banach séparable complexe X possède une perturbation de rang au plus 1 ayant 
un sous-espace invariant de dimension et de codimension infinies. Est-ce vrai pour presque toute perturbation ?

(T2) Les perturbations de rang 1 d'opérateurs unitaires, ou plus particulièrement d'opérateurs diagonaux 
unitaires sur l'espace de Hilbert. Les méthodes employées ici pour montrer l'existence de sous-espaces 
invariants sont très disparates. Est-il vrai que presque toute perturbation de rang 1 d'un opérateur unitaire d'une 
certaine classe admet un sous-espace invariant ? 

(T3) Les perturbations par des décalages à gauche pondérés d’opérateurs diagonaux unitaires. Quelles sont les 
propriétés dynamiques typiques de ces sommes d'opérateurs ? Cette étude a été entamée dans [GMM]. On peut
espérer caractériser complètement l'hypercyclicité ou le caractère chaotique de ces classes d'opérateurs.
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