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Descriptif : L’équation de Schrödinger non-linéaire (NLS) apparaît  à de multiples endroits en physique, par
exemple dans la modélisation des atomes froids (à l’état de condensats de Bose–Einstein), et en optique non
linéaire. Il  est bien connu que cette équation admet des solutions particulières appelées  solitons,  qui ont la
particularité de se déplacer à vitesse finie sans se déformer. Ces solitons jouent par ailleurs un rôle essentiel
dans la dynamique globale de cette équation. 

Dans cette thèse, on se propose de s’intéresser à des versions plus complexes de l’équation de NLS, motivées
par des applications physiques plus réalistes. Concrètement, on souhaite considérer cette équation avec des
conditions non-nulles à l’infini d’une part, et d’autre part avec des non-linéarités plus générales, par exemple non
locales, ou quasi-linéaires. Dans ce contexte, par opposition aux solitons classiques dits “clairs” (bright), les
solitons observés sont dits “sombres” (dark). Les principaux objectifs de la thèse comprennent :

 le calcul numérique de solitons sombres, où les conditions aux limites sont périodiques dans une
direction et de module tendant vers une constante non nulle dans l’autre. Dans le contexte de [5]. On
souhaite en particulier utiliser une version discrétisée de la formulation variationnelle introduite dans ce
papier. L’enjeu est d’être capable de quantifier numériquement la transition observée entre les solitons
sombres “issus de la  dimension 1”  (lorsque la  taille  du tore  est  « petite »)  et  les  solitons sombres
“vraiment” de dimension 2 (lorsque la taille du tore est « grande » ).

 la simulation numérique de la dynamique d’équations de NLS avec conditions non nulles aux limites,
et la description numérique de l’interaction entre solitons sombres, et entre solitons sombres et clairs, en
dimension 2. Quelques travaux numériques existent dans la littérature [2, 3] en dimensions 1 et 2, qui
donnent des pistes sur les méthodes utilisables afin de tenir compte numériquement des conditions aux
limites non nulles. Nous souhaitons dans un premier temps étendre ces méthodes au contexte théorique
introduit dans [5], afin de produire des méthodes numériques simulant la dynamique de cette équation.
Par la suite, nous pourrons aborder la question de la description numérique de l’interaction entre solitons
sombres, et entre solitons sombres et clairs, en dimension 2 (dans l’esprit de [3] en dimension 1), de
manière à ouvrir la voix pour une étude théorique future.

 l’introduction de termes non-linéaires  plus généraux dans  l’équation  de  NLS,  par  exemple  des
termes non-locaux ou des termes quasi-linéaires, dans le contexte bi-dimensionnel. Par exemple des
termes non-locaux (voir [4] pour des exemples en dimension 1), ou des termes quasi-linéaires (voir [6]



pour des exemples et une étude théorique en dimension 1). Avec ces termes supplémentaires, nous
souhaitons poser,  dans le contexte bi-dimensionnel et avec des conditions aux limites non-nulles, à
nouveau  la  question  du  calcul  numérique  des  solitons  (voir  le  premier  objectif)  ainsi  que  celle  de
l’intégration numérique de la dynamique (voir le deuxième objectif). 
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